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ОЩЕ ЕДНО ОБОБЩЕНИЕ НА ТЕОРЕМАТА НА
МАРИОН

Сава Гроздев, Веселин Ненков, Татяна Маджарова

Резюме. Теоремата на Марион се отнася за специално конструиран шес-
тоъгълник в равнината на даден триъгълник. Едно обобщение на тази тео-
рема е показано в [5], което от своя страна е обобщено в настоящия мате-
риал. Обобщенията, както и оригиналът, са получени с помощта на прог-
рамата Geometer’s Sketchpad.
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Формулировка на теоремата на Марион

Използването на информационните технологии в образованието и изс-
ледването на различни научни въпроси вече се е превърнало в основен инс-
трумент. Един от тези инсрументи е програмата Geometer’s Sketchpad (GSP)
[3, 4, 7, 9]. Едно от първите твърдения забелязани с GSP се нарича теорема
на Марион [10, 11, 13], която е установена през 1993 г. от американската ма-
тематичка Марион Уолтър (Marion Walter). За коректното формулираме на
тази теорема ще са ни необходими следващите означения.

Фигура 1.

НекаABC е произволен триъгълник с лице S. Двойките точки (A1, A2),
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(B1, B2) и (C1, C2) делят съответно страните BC, CA и AB по на три равни
части, като A1 е между B и A2, B1 е между C и B2 и C1 е между A и C2 (Фиг.
1). Въвеждаме още следните означения: AA1 ∩BB2 = P12, AA2 ∩BB1 = P21,
BB1 ∩ CC2 = Q12, BB2 ∩ CC1 = Q21, CC1 ∩ AA2 = R12, CC2 ∩ AA1 = R21

(Фиг. 1). При така въведените означения е изпълнена следната

Теорема на Марион. Лицето на шестоъгълника P12R21Q12P21R12Q21 е рав-

но на
1

10
S.

По-нататък чрез използване на екперименти с GSP ще получим едно
обобщение на теоремата на Марион.

Обобщение на теоремата на Марион

Както е отбелязано в [5], известни са някои обобщения на теоремата
на Марион. Едно от тях е на Luca Goldoni [12]. Друго обобщение, наречено
теорема на Морган (Morgan), се свързва с разделяне на страните на равни
части, където е нечетно число [13]. Трето обобщение е описано в [5].

Тук ще разгледаме обобщение на обобщението, представено в [5]. За
целта двойките точки (A1, A2), (B1, B2) и (C1, C2) делят съответно страните
BC, CA и AB по следния начин:

~BA1 =
1

n
~BC, ~CA2 =

1

m
~CB, ~CB1 =

1

n
~CA,

~AB2 =
1

m
~AC, ~AC1 =

1

n
~AB ~BC2 =

1

m
~BA,

където n и m са произволни реални положителни числа (Фиг. 2).

Шестоъгълниците P12R21Q12P21R12Q21 се конструират за всички n и m
по същия начин, както по-горе. Затова за всяко n съответният шестоъгълник
P12R21Q12P21R12Q21 ще наричаме шестоъгълник на Марион. Ако n = m = 3,
получаваме оригиналният шестоъгълник на Марион (Фиг. 1).

След извършване на известни експерименти с GSP установяваме, че
лицето S̄ на шестоъгълника P12R21Q12P21R12Q21 и лицето S на 4ABC са
свързани с равенство, което формулираме чрез следващата теорема.

Теорема.

S̄ =
m2n+mn2 − 3m2 − 3n2 − 4mn+ 8m+ 8n− 8

(m+ n− 1)(mn− 1)
S.
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Доказателство на теоремата

Строгото обосноваване на един геометричен факт може да се извърши
по различни начини [2, 4, 8]. Тук ще използваме барицентрични координати
спрямо 4ABC, като A(1, 0, 0), B(0, 1, 0) и C(0, 0, 1) [6]. От условията, на
които са подчинени двойките точки (A1, A2), (B1, B2) и (C1, C2), получаваме
координатните представяния:
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Фигура 2.

От тези координати определяме параметричните уравнения на правите
AA1, BB1, CC1, AA2, BB2, CC2, от които намираме следващите координатни
представяния:
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R12
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Ако лицата на триъгълниците P12R21Q12, P21R12Q12, P12R12Q21 и P12Q12R12

са съответно S1, S2, S3 и S4, от горните координати се получава

S1 = S2 = S3 =

(
m2 − 2m− n+ 2

) (
n2 − 2n−m+ 2

)
(m+ n− 1)2 (mn− 1)

S,

S4 =
m2 + n2 −mn− 2m− 2n+ 4

(m+ n− 1)2
S.

Сега лесно се вижда, че

S̄ = S1 + S2 + S3 + S4 =
m2n+mn2 − 3m2 − 3n2 − 4mn+ 8m+ 8n− 8

(m+ n− 1)(mn− 1)
S.

С това теоремата е доказана.

Заключение

От представеното изложение се забелязва, че ако се вникне по различен
начин в оригиналната теорема на Марион, могат да се получат различни
нейни обобщения. В обобщението представено в [5] е получена и специална
елипса, която е вписана в шестоъгълника на Марион P12R21Q12P21R12Q21. В
общия случай се оказва, че такава елипса не съществува. От едно по-общо
твърдение следва, че в P12R21Q12P21R12Q21 може да се впише елипса точно
когато n = m.
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ANOTHER SUMMARY OF MARION’S THEOREM

Sava Grozdev, Veselin Nenkov, Tatyana Madjarova

Abstract. Marion’s theorem concerns a specially constructed hexagon in the
plane of a given triangle. A generalization of this theorem is shown in [1],
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which is in turn summarized in this paper. The generalizations, as well as the
original, were obtained using the Geometer’s Sketchpad program.

Key words: Triangle, Intersection Points, GSP.
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